












Lu¨hikokkuvo˜te. Ka¨esolevas magistrito¨o¨s defineeritakse Lie algebroid ja tuuakse ka
mo˜ned na¨ited. Enne Lie algebroidide mo˜iste andmist defineerime muutkonna ja ra¨a¨gime
mitmemuutuja funkstiooni diferentseeruvusest. Edasises defineeritakse diferentseeruv muut-
kond ja antakse ka seosed Lie ru¨hmade ja regulaarsete alammuutkondade vahel. Poissoni
muutkonna juures na¨itame, et Jacobi samasus on vo˜rdne Shouteni tingimusega.
Ma¨rkso˜nad. Topoloogiline muutkond, diferentseeruv(sile) muutkond, regulaarne alam-




Abstract. In this master’s thesis we give a definition of Lie algebroids and give some
examples. Before we give the definition of Lie algebroids we define a manifold and talk
about differentiability of function of several variables. Next we define the differentiable
manifold and give some relations between Lie groups and regular submanifolds. At the
Poisson manifolds we show that Jacobi identity is equal to Shouten condition.






1 Topoloogiline muutkond 5
2 Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus 8
3 Kujutused ja Jacobi maatriksid 11
4 Diferentseeruvad muutkonnad 14
4.1 Diferentseeruva muutkonna mo˜iste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.2 Diferentseeruvad funktsioonid muutkonnal . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.3 Kujutuse astak. Immersiooni mo˜iste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.4 Regulaarse alammuutkonna mo˜iste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
5 Lie ru¨hmad 25
6 Vektorkihtkond 32
7 Poissoni muutkond 36




Selles to¨o¨s ra¨a¨gime Lie algebroidist, mis on Lie algebrate ja puutujavektorkihtkondade
u¨ldistus. Lie algebroid on va¨ga ta¨htis, sest on seotud mitte ainult matemaatika valdkonna-
ga, vaid teoreetilise fu¨u¨sika ja mehaanikaga. Eriti on Lie algebroidid seotud diferentsiaal
operaatorite teooriaga nagu na¨iteks vormi va¨listuletis ja Lie tuletis vektorva¨lja suhtes
[1]-[3]. Lie algebroid on vektorkihtkond, mis rahuldab kahte tingimust. Ka Poissoni muut-
konnal saab konstrueerida Lie algebroidi struktuuri. Poissoni muutkond on sile muutkond,
millel on antud Poissoni sulg, mis rahuldab kolme tingimust.
Lie Algebroide tustvustas esimest korda Jean Pardines, kes on Prantsuse matemaatik ja
on to¨o¨tanud pikka aega Paul Sabatier’ nimelises u¨likoolis.Poissoni muutkonna ajalugu on
u¨snagi keeruline,sest see muutkond taasavastati mitu korda erinevate nimede all. Poissoni
muutkond ilmes paljude inimeste to¨o¨des. Nendeks inimesteks olid Lie, Paul Diraci, Lich-
nerowicz ja paljud teised. Nime Poissoni muutkonna andis sellele Andre´ Lichnerowicz, kes
oli Prantsuse geomeeter.
To¨o¨s defineerime esmalt topoloogilise muutkonna ja toome va¨ja ka mo˜ned na¨ited lisaks an-
name Brouwer’i teoreemi ruumi Rn piirkonna invariantsusest. Muutkonna mo˜iste on pea-
miseks paljudes geomeetria osades ja modernses matemaatilises fu¨u¨sikas, kuna vo˜imaldab
kirjeldada ja mo˜ista keerulisemaid struktuure. U¨heks ta¨htsaks muutkondade klassiks on
diferentseeruvad muutkonnad.
Ta¨htsaks teemaks on ka Lie ru¨hmad. Nendega puutume kokku ernevates diferentsiaalgeo-
meetria valdkondades nagu na¨iteks Riemann geomeetria ja su¨mplektiline geomeetria.
Selles to¨o¨s defineerime ka vektorkihtkonna. Vektorkihtkond moodustab ta¨htsa muutkon-
dade klassi, mis omab fu¨u¨sikas u¨snagi suurt ta¨htsust. Konkreetsemalt o¨eldes, ko˜iksugu
tensorva¨lju, mis ilmnevad fu¨u¨sikalistes mudelites, vo˜ime ilma koordinaatideta vaadelda




Enne, kui defineerime topoloogilise muutkonna, tuletame meelde mo˜ned u¨ldise topoloogia
mo˜isteid [5],[8]. Topoloogilise ruumi T lahtiste hulkade peret S nimetatakse selle ruumi
lahtise topoloogia baasiks, kui T iga lahtise hulga U korral leiduvad hulgad Sα ∈ S,∀α ∈ A,
kus A on indeksite mingi hulk, sellised, et U =
⋃
α∈A Sα. Topoloogilist ruumi T nimetatak-
se sidusaks topoloogiliseks ruumiks, kui ruumi T ei ole vo˜imalik esitada kahe mittetu¨hja
u¨hisosata lahtise hulga U, V , u¨hendina, st T = U ∪ V, U ∩ V = ∅. Topoloogilist ruumi T
nimetatakse joonsidusaks, kui suvalise kahe punkti p, q ∈ T korral leidub neid u¨hendav
pidev joon, st pidev kujutus γ : [a, b] ⊂ R → T, γ(a) = p, γ(b) = q. Topoloogilist ruumi
T nimetatakse u¨helisidusaks, kui selle ruumi fundamentaalru¨hm pi1(T) on triviaalne ehk
iga pideva kinnise joone γ : [a, b]→ T, γ(a) = γ(b) vo˜ib pidevate teisendustega ruumis T
transformeerida punktiks. Ruumi T lahtiste hulkade pere on selle ruumi lahtise topoloogia
baas parajasti siis, kui iga punkti x ∈ T ja selle punkti iga u¨mbruse U korral leidub hulk
S perest S nii, et x ∈ S ⊆ U .Toploogilise ruumi T lahtiste hulkade peret {Uα}α∈A, kus
iga α korral Uα ⊂ T , nimetatakse ruumi T lahtiseks katteks, kui
⋃
α∈A Uα = T . Topoloo-
gilist ruumi nimetatakse kompaktseks, kui iga lahtise katte korral leidub selle katte lo˜plik
alamkate.
Olgu T,T′ on topoloogilised ruumid, siis kujutust φ : T → T′ nimetatakse homo¨omorfismiks,
kui
• φ on bijektsioon;
• φ on pidev kujutus;
• po¨o¨rdkujutus φ−1 on ka pidev.
Kui leidub homo¨omorfism φ : T → T′, siiso¨eldakse, et topoloogilised ruumid T,T′ on
homo¨omorfsed, . Topoloogilist ruumi nimetatakse Hausdorffi ruumiks, kui suvaliste punk-
tide x, y ∈ T korral leiduvad punkti x u¨mbrus U ja punkti y u¨mbrus V nii, et U ∩ V = ∅.
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Definitsioon 1.1. Topoloogilist ruumi M nimetatakse n-mo˜o˜tmeliseks topoloogiliseks
muutkonnaks vo˜i topoloogiliseks n-muutkonnaks, kui ta rahuldab kolme tingimust:
• M on Hausdorffi ruum;
• ruumis M leidub loenduv baas;
• M on lokaalselt eukleidiline ruum, st suvalise punkti x ∈ M korral leidub selle
punkti u¨mbrus, mis on homo¨omorfne ruumi Rn lahtise hulgaga.
Topoloogilist n-muutkondaM nimetatakse kompaktseks (sidusaks, joonsidusaks, u¨helisidusaks),
kui M on kompaktne (sidus, joonsidus, u¨helisidus) topoloogiline ruum.
Arvu n nimetatakse muutkonna M dimensiooniks ja ta¨histatakse dimM = n. Muutkonna
definitsiooni kolmas tingimus on samava¨a¨rne sellega, et suvalise punkti x ∈ M korral
leiduvad selle punkti u¨mbrus U ⊂ M , ruumi Rn lahtine hulk U ′ ⊆ Rn ja homo¨omorfism
φ : U → U ′. Paari (U, φ) nimetatakse n-muutkonna M lokaalseks kaardiks vo˜i lokaalseks
koordinaadisu¨steemiks. Kui q ∈ U , siis arve x1(q), x2(q), . . . , xn(q), mis on ma¨a¨ratud
valemiga φ(q) = (x1(q), x2(q), . . . , xn(q)), nimetatakse punkti q koordinaatideks (lokaalses
koordinaadisu¨steemis (U, φ)). Punkti q i-s koordinaat xi(q) on punkti q pidev funktsioon
ja funktsiooni xi : U → R nimetatakse i-ndaks koordinaatfunktsiooniks. Mainime, et
kolmandas tingimuses u¨ldsust kitsendamata vo˜ime no˜uda, et suvalise punkti korral leiduks
tema u¨mbrus, mis on homo¨omorfne ruumi Rn lahtise keraga vo˜i kuubiga.
Na¨ide. Topoloogilise n-muutkonna lihtsaimaks na¨ideks on ruum Rn. To˜epoolest, u¨ldisest
topoloogiast teame, et ruumi Rn korral definitsiooni 1.1 esimesed kaks tingimust on
ta¨idetud. Kolmas tingimus on ka ta¨idetud, kuna homo¨omorfismiks vo˜ime vo˜tta sama-
suskujutuse id : Rn → Rn. Kui topoloogiline n-muutkond M on homo¨omorfne ruumiga
Rn (vo˜i selle lahtise keraga B ⊂ Rn), siis o¨eldakse, et M on triviaalne n-muutkond.
Na¨ide. Ruumi Rn iga lahtine hulk U ⊂ Rn on toploogiline n-muutkond alamruumi to-
poloogia suhtes. To˜esti, sest definitsiooni 1.1 esimesed kaks tingimust on ta¨idetud, kuna
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U saab oma topoloogia ”pa¨randuseks”ruumist Rn. Kolmanda tingimuse ta¨itmist saab
na¨idata ja¨rgmiselt: suvalise punkti x ∈ U korral leidub lahtine kera Bn (x) ⊂ U , nu¨u¨d
homo¨omorfismiks vo˜tame id : Bn (x)→ Bn (x).
Topoloogilise muutkonna definitsioonis on tegelikult u¨ks nu¨anss. Me vo˜ime vabalt
opereerida sellise mo˜istega nagu topoloogilise muutkonna dimensioon. Muutkonna dimen-
siooniks nimetame mudelruumi Rn dimensiooni n. Kuid selleks, et dimensiooni mo˜iste
oleks korrektne, tuleb na¨idata, et arv n on u¨ks ja sama iga muutkonna M punkti korral,
sest kui leidub punkt p ∈ M ja selle u¨mbrus U , mis on homo¨omorfne lahtise hulgaga
U ′ ⊂ Rm,m 6= n, siis dimensiooni mo˜istes ei ole mo˜tet. Dimensiooni ku¨simus on keeruline
ja seega mainime, et dimensiooni mo˜iste korrektsus tugineb Brouwer’i teoreemile.
Teoreem 1.1. (Brouwer’i teoreem ruumi Rn piirkonna invariantsusest) Kui U ⊂ Rn on
ruumi Rn lahtine alamhulk ja φ : U → Rn on bijektiivne ning pidev kujutus, siis alamhulga
U kujutis V = φ(U) ⊂ Rn on lahtine hulk ja φ on homo¨omorfism U ja V vahel.
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2 Mitme muutuja funktsiooni diferentseeruvus
Olgu U ⊆ Rn ruumi Rn lahtine hulk ja f : U → R reaalva¨a¨rtustega funktsioon. Oletame,










ma¨a¨ratud. Seega on meil n funktsioon ∂f
∂xi
: U → R. Kui funktsiooni f osatuletised on
pidevad funktsioonid, siis funktsiooni f nimetame pidevalt diferentseeruvaks funktsiooniks
vo˜i klassi C1 funktsiooniks. Pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulka ta¨histame
C1(U). Funktsiooni f : U → R nimetame diferentseeruvaks funktsiooniks punktis p ∈ U ,
kui leidub selline lineaarfunktsioon
∑n
i=1 bi(x




i − pi) aproksimeerib funktsiooni f punkti p la¨heduses selles mo˜ttes, et
lim
x→p
f(x)− f(p)−∑ni=1 bi(xi − pi)
||x− p|| = 0.
Funktsiooni f : U → R nimetame diferentseeruvaks punktis p ∈ U , kui leiduvad reaal-
arvud b1, b1, . . . , bn, punkti p u¨mbrus V ⊂ U ja funktsioon r(x, p) : V → R selliselt, et
funktsioon f on u¨mbruses V esitatav kujul




i − pi) + ||x− p|| r(x, p),
ja limx→p r(x, p) = 0. Funktsiooni f nimetame diferentseeruvaks hulgal U , kui f on dife-
rentseeruv selle hulga igas punktis.
Lause 2.1. Kui funktsioon f : U → R on diferentseeruv punktis p ∈ U , siis f on pidev






, i = 1, 2, . . . , n.
Seega, kui f on diferentseeruv punktis p ∈ U , siis punkti p la¨heduses funktsioon f on
esitatav kujul







(xi − pi) + ||x− p|| r(x, p).
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nimetatakse funktsiooni f diferentsiaaliks punktis p ja ta¨histatakse df
∣∣
p
. Ta¨histades dxi =

















Lause 2.2. Kui funktsiooni f : U → R osatuletised on ma¨a¨ratud punkti p u¨mbruses ja
nad on pidevad funktsioonid punktis p, siis f on diferentseeruv funktsioon punktis p.
Niisiis, kui funktsioon on klassi C1 funktsioon, siis f on diferentseeruv. Funktsiooni
f : U → R nimetame klassi Cr funktsiooniks hulgal U , kui selle funktsiooni esimest
ja¨rku osatuletised on klassi Cr−1 funktsioonid hulgal U . Kui suvalise naturaalarvu r ∈ N
korral funktsioon f : U → R on klassi Cr funktsioon, siis funktsiooni f nimetame siledaks
funktsiooniks hulgal U . Siledate funktsioonide hulka ta¨histame C∞(U).
Kujutust α : I → U , kus I ⊂ R, U ⊂ Rn ja α(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)), nimetame
siledaks parameetriliseks jooneks, kui iga xi : I → R on sile funktsioon hulgal I (kuna iga
xi(t) on u¨hemuutuja funktsioon, siis sileduse no˜ue on samava¨a¨rne funktsiooni xi mistahes
ja¨rku tuletise olemasoluga hulgal I). Eespool antud definitsioonis I ⊆ R on kas vahemik
(a, b) ⊂ R, poollo˜ik [a, b), (a, b] vo˜i lo˜ik [a, b]. Kui I on lo˜ik (vo˜i poollo˜ik), siis sileduse no˜ue




≡ xi. Kui g : U → R on sile funktsioon, siis g ◦ α : I → R on sile funktsioon

















Valemit 2.1 nimetatakse ahelreegliks.
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Olgu p, q ∈ U punktid. Punktide p, q u¨hendavaks sirglo˜iguks nimetame parameetrilist
joont pq : [0, 1] → U , kus pq(t) = p + t (q − p), 0 ≤ t ≤ 1, st xi(t) = pi + t (qi − pi). pq
on sile parameetriline joon. Lahtist hulka U ⊂ Rn nimetame ta¨hekujuliseks punkti p ∈ U
suhtes, kui suvalise punkti q ∈ U korral punktide p, q u¨hendav sirglo˜ik kuulub hulka U ,
st Im pq ⊂ U .
Teoreem 2.3. Olgu U ⊂ Rn ta¨hekujuline hulk punkti p ∈ U suhtes ja g : U → R









Lause 2.4. Kui U ⊂ Rn on punkti p suhtes ta¨hekujuline hulk ja g : U → R diferenteeruv
funktsioon, mille osatuletised rahuldavad vo˜rratust | ∂g
∂xi
| < K, kus K on konstant, siis
suvalise x ∈ U korral kehtib
|g(x)− g(p)| < K√n ||x− p||.
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3 Kujutused ja Jacobi maatriksid
Eeskirja, mis igale punktile x ∈ U seab vastavusse u¨heselt ma¨a¨ratud punkti F (x) ∈ Rm,
nimetatakse kujutuseks F : U → Rm, kus U ⊂ Rn on lahtine hulk. Iga i = 1, 2, . . . ,m
korral defineerime funktsiooni pii : Rm → R valemiga pii(x1, x2, . . . , xm) = xi. Funktsioone
f 1, f 2, . . . , fm, kus f i : U → R, f i = pii ◦ F , nimetatakse kujutuse koordinaatfunktsioo-
nideks. On ilmne, et kujutus F on u¨heselt ma¨a¨ratud oma koordinaatfunktsioonidega, st
F = (f 1, f 2, . . . , fm). Kui vaadelda ruumi Rm kui vektorruumi, siis kujutust F : U → Rm
vo˜ime nimetada vektorva¨a¨rtustega funktsiooniks, nagu teevad mo˜ned autorid. Meie kasu-
tame siiski terminit kujutus. U¨ldisest topoloogiast teame, et kujutus F on pidev kujutus,
kui selle kujutuse iga koordinaatfunktsioon on pidev.
Definitsioon 3.1. Diferentseeruvaks (klassi C1, klassi Cr, siledaks) kujutuseks nimetame
kujutust F : U → Rm, kui selle kujutuse koordinaatfunktsioonid f 1, f 2, . . . , fm on vastava
klassi funktsioonid.
Kui F on diferentseeruv kujutus, siis koordinaatfunktsioonide osatuletised on ma¨a¨ratud
ja kujutusega F assotsieerub m× n maatriks
DF =
∂(f 1, f 2, . . . , fm)
















Maatriksit DF nimetatakse kujutuse F Jacobi maatriksiks. Jacobi maatriksi va¨a¨rtust
punktis x ∈ U ta¨histame DF (x), mis on arvmaatriks. Jacobi maatriks on funktsioonaal-
maatriks, kuna tema elemendid on funktsioonid hulgal U . Jacobi maatriksi elemendid on
pidevad funktsioonid, kui kujutus F on klassi C1 kujutus. Kujutuse diferentseeruvusele
vo˜ime anda teise so˜nastuse, mida meie kasutame ja¨rgnevas.
Teoreem 3.1. Kujutus F : U → Rm on diferentseeruv punktis p ∈ U (hulgal U) parajasti
siis, kui leidub m × n maatriks A, mille elemendid on reaalarvud (funktsioonid hulgal
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U), punktist p so˜ltuv kujutus R : U → Rm (kujutus R : U × U → Rm), kus R(x, p) =
(r1(x, p), r2(x, p), . . . , rm(x, p)) on selline, et ||R(x, p)|| → 0, kui x → p, ning suvalise
x ∈ U korral kehtib
F (x) = F (p) + A · (x− p) + ||x− p||R(x, p). (3.2)
Kui sellised A,R(x, p) leiduvad, siis A on ma¨a¨ratud u¨heselt ja on vo˜rdne kujutuse F Jacobi
maatriksiga DF (p) (DF ).
Ma¨rkus. Valemis (3.2) teist liidetavat to˜lgendame maatriksi A ja u¨heveerulise maatriksi
x − p korrutisena ja viimast liidetavat arvu ||x − p|| ja uheveerulise maatriksi R(x, p)
korrutisena. Valemi (3.2) kuju koordinaatfunktsioonides on ja¨rgmine
f i(x) = f i(p) + aij(x
j − pj) + ||x− p|| ri(x, p),
vo˜i
f i(x) = f i(p) +
∂f i
∂xj
(xj − pj) + ||x− p|| ri(x, p).
Lause 3.2. Olgu U ⊂ Rn punkti p suhtes ta¨hekujuline hulk ja F : U → Rm diferentseeruv
kujutus, mille koordinaatfunktsioonide osatuletised rahuldavad vo˜rratust | ∂f i
∂xj
| < K iga
1 ≤ i ≤ m ja 1 ≤ j ≤ n korral. Siis suvalise x ∈ U korral kehtib
||F (x)− F (p)|| ≤ K√nm ||x− p||. (3.3)
Selle peatu¨ki lo˜petuseks kirjutame ahelreegli kujutuse kompositsiooni korral. Olgu
F : U → V ⊂ Rm, G : V → Rk, kus U ⊂ Rn. On ma¨a¨ratud kujutuste komposit-
sioon H = G ◦ F : U → Rk ja selle kompositsiooni koordinaatfunktsioonid H(x) =
(h1(x), h2(x), . . . , hk(x)) avalduvad kujutuste F,G koordinaatfunktsioonide kaudu ja¨rgmiselt
hi(x) = gi(f 1(x), f 2(x), . . . , fm(x)), i = 1, 2, . . . , k.
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Teoreem 3.3. Kui F on punktis p ∈ U diferentseeruv kujutus ning G on punktis q = F (p)
diferentseeruv kujutus, siis H on punktis p diferentseeruv kujutus ja
DH(p) = DG(F (p)) ·DF (p). (ahelreegel kujutuste korral) (3.4)
Kui F on diferentseeruv hulgal U , G on diferentseeruv hulgal V , siis H on diferentseeruv
hulgal U ja valem (3.4) kehtib hulga U igas punktis.
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4 Diferentseeruvad muutkonnad
4.1 Diferentseeruva muutkonna mo˜iste
Olgu M topoloogiline n-muutkond ja (U, φ), (V, ψ) selle muutkonna lokaalsed kaardid,
kusjuures U
⋂
V 6= ∅. Meenutame, et φ ja ψ on homo¨omorfismid. Kui p ∈ U ⋂V , siis on
ma¨r¨atud punkti p lokaalsed koordinaadid
φ(p) = (x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) ∈ Rn,
ψ(p) = (y1(p), y2(p), . . . , yn(p)) ∈ Rn. (4.1)
Kuidas avalduvad punkti p u¨hed lokaalsed koordinaadid teiste lokaalsete koordinaatide
kaudu? Kuna φ ja ψ on homo¨omorfismid, siis on meil ma¨a¨ratud ja¨rgmised kujutused:









Eespool defineeritud kujutused ψ ◦ φ−1, φ ◦ ψ−1 on ruumi Rn lahtiste hulkade φ(U ⋂V )
ja ψ(U
⋂
V ) homo¨omorfismid, kusjuures nad on teineteise po¨o¨rdkujutused. Kirjutame
komponentides:
ψ ◦ φ−1 : yi = hi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n (4.3)
φ ◦ ψ−1 : xi = gi(y1, y2, . . . , yn), i = 1, 2, . . . , n. (4.4)
Ja¨relikult, iga i korral funktsioonid hi, gi on pidevad funktsioonid ja kehtivad samasused:
hi
(
g1(y), g2(y), . . . , gn(y)
) ≡ yi, (4.5)
gi
(
h1(x), h2(x), . . . , hn(x)
) ≡ xi. (4.6)
Meenutame, et funktsioone hi, gi nimetatakse u¨leminekufunktsioonideks. Diferentseeruva
muutkonna idee seisneb selles, et topoloogilise muutkonna kaartide abil konstrueerida
atlase, mille ko˜ik u¨leminekufunktsioonid on diferentseeruvad [4], [10].
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Definitsioon 4.1. Olgu (U, φ), (V, ψ) topoloogilise n-muutkonna M lokaalsed kaardid.
Kahte kaarti (U, φ), (V, ψ) nimetatakse C∞-koosko˜lalisteks, kui tingimusest U
⋂
V 6= ∅
ja¨reldub, et u¨leminekufunktsioonid hi(x), gj(y) on lo˜pmata diferentseeruvad, st nad on
klassi C∞ funktsioonid ehk siledad funktsioonid. Viimane tingimus on samava¨a¨rne sel-
lega, et kujutused ψ ◦ φ−1, φ ◦ ψ−1 on ruumi Rn lahtiste hulkade φ(U ⋂V ) ja ψ(U ⋂V )
difeomorfismid.
Definitsioon 4.2. Diferentseeruvaks struktuuriks vo˜i C∞-struktuuriks (siledaks struk-
tuuriks)topoloogilisel n-muutkonnal M nimetatakse lokaalsete kaartide kogumit U =
{(Uα, φα)}, kui on ta¨idetud ja¨rgmised tingimused:
i)
⋃
α Uα = M , st {Uα} on muutkonna M kate;
ii) iga α, β korral lokaalsed kaardid (Uα, φα), (Uβ, φβ) on C
∞-koosko˜lalised;
iii) kui (V, ψ) on topoloogilise muutkonna M lokaalne kaart, mis on C∞-koosko˜laline
kogumi U iga kaardiga, siis (V, ψ) ∈ U.
Topoloogilist n-muutkonda M koos temal ma¨a¨ratud diferentseeruva struktuuriga U ni-
metatakse diferentseeruvaks (siledaks) n-muutkonnaks.
La¨htudes diferentseeruva muutkonna definitsioonist vo˜ib na¨idata, et definitsiooni tin-
gimused i ja ii on olulised, kuid viimane tingimus on rohkem teoreetiline, st kui mingi atlas
on konstrueeritud, siis muutkonna diferentseeruv struktuur on sellega u¨heselt ma¨a¨ratud,
kuna vo˜ime formaalselt ta¨iendada konstrueeritud atlast ko˜ikvo˜imalike kaartidega [7].
Teoreem 4.1. Olgu M topoloogiline n-muutkond. Kui U = {(Uα, φα)} on muutkonna M
atlas, mis koosneb C∞-koosko˜lalistest lokaalsetest kaartidest, siis muutkonnal M eksistee-
rib u¨ks ja ainult u¨ks diferentseeruv struktuur, mis sisaldab atlast U.
Na¨ide. Olgu E2 eukleidiline tasand ristkoordinaatteljestikuga {O; e1, e2} ja vastavatega
ristkoordinaatidega x, y. Kui p on tasandi suvaline punkt, siis on ma¨a¨ratud punkti p
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ristkoordinaadid x(p), y(p) ja seega on ma¨a¨ratud kujutus ψ : E2 → R2. On ilmne, et ψ
on homo¨omorfism . Seega on eukleidiline tasand kaetud u¨he koordinaadikaardiga (V, ψ),
kus V = E2, ψ(p) = (x(p), y(p)). Teoreemi (4.1) to˜ttu meil on ma¨a¨ratud diferentseeruv
struktuur. Seega E2 on diferentseeruv muutkond.
Olgu {O∗; e∗1, e∗2} eukleidilise tasandi mingi teine ristreeper, mille vastavad ristkoordi-
naadid on x∗, y∗. Seega on ma¨a¨ratud teine koordinaadikaart (V, ψ) eukleidilisel tasandil,
kus V = E2 ja ψ(p) = (x∗(p), y∗(p)). Juhime ta¨helepanu sellele, et kaart (V, ψ) erineb
eespool defineeritud kaardist, kuna kujutused φ ja ψ on erinevad. Teame, et leidub nurk
θ nii, et
x = x∗ cos θ − y∗ sin θ + h1
y = x∗ sin θ + y∗ cos θ + h2.
Ja¨relikult, u¨leminekufunktsioonid on lo˜pmata diferentseeruvad ja kaardid (V, φ) ja (V, ψ)
on C∞-koosko˜lalised ja teine kaart kuulub esimese kaardi poolt ma¨a¨ratud diferentseeru-
vasse struktuuri.
Olgu U ⊂ E2 eukleidilise tasandi lahtine alamhulk, kus U = E2 \L ja L on punktist
O la¨htuv kiir. Olgu p ∈ U , r punkti p kaugus punktini O, θ nurk lo˜igu Op ja kiire L vahel
(kiirt L po¨o¨rame u¨mber punkti O kellaosuti liikumisele vastupidises suunas niikaua, kui
ta u¨htib lo˜iguga Op). Seega on ma¨a¨ratud koordinaadikaart (U, ξ), kus
ξ(p) = (r(p), θ(p)) : U → R2, ξ(U) = {(r, θ) : 0 < r <∞, 0 < θ < 2 pi} ⊂ R2,
ja ξ on homo¨morfism. On ilmne, et r(p), θ(p) on punkti p polaarkoordinaadid. Kui kiireks
L valime x-telje, siis
x = r cos θ, y = r sin θ,
ja u¨leminekufunktsioonid na¨itavad, et kaart (U, ξ) on C∞-koosko˜laline kaardiga (V, φ).
Seega on tegemist u¨he ja sama diferentseeruva struktuuriga.
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Na¨ide. On lihtne na¨idata, et diferentseeruva n-muutkonna M iga lahtine alamhulk U on
diferensteeruv n-muutkond. To˜epoolest, hulga U atlase {(V ∗, φ∗)} konstrueerime ja¨rgmiselt:
kui (V, φ) on muutkonna M lokaalne kaart selline, et V
⋂
U 6= ∅, siis kaardi (V ∗, φ∗) de-
fineerime valemitega
V ∗ = V
⋂




{V ∗} on U kate, kaardid {(V ∗, φ∗}) on C∞-koosko˜lalised ja seega on meil konstrueeritud
diferentseeruv struktuur hulgal U , mille suhtes ta on diferentseeruv n-muutkond.
Olgu A = (aij) ∈ Mk,n(R) ristku¨likmaatriks. Defineerime kujutuse φ : Mk,n(R) →
Rkn valemiga
φ(A) = (a11, a12, . . . , a1n, a21, a22 . . . , a2n, . . . , akn).
Kujutus φ on bijektsioon ja kasutades kujutust φ, vo˜ime defineerida hulgal Mk,n(R) topo-
loogia (mille suhtes φ on homo¨omorfism) ja diferentseeruva struktuuri, mis on ma¨a¨ratud
u¨he kaardiga (Mk,n(R), φ). Seega Mk,n(R) on diferentseeruv kn-muutkond.
Teoreem 4.2. Olgu M,N kaks diferentseeruvat muutkonda, mille dimensioonid on vas-
tavalt m ja n. Otsekorrutis M×N = {(p, q) : p ∈M, q ∈ N} on diferentseeruv muutkond
dimensiooniga m+ n, kusjuures diferentseeruv struktuur U on ma¨a¨ratud koordinadikaar-
tide kogumiga (U × V, φ × ψ), kus (U, φ) on muutkonna M lokaalne kaart, (V, ψ) on
muutkonna N lokaalne kaart ja φ× ψ(p, q) = (φ(p), ψ(q)) ∈ Rm+n.
Na¨ide. U¨hikringjoon S1 on u¨hedimensionaalne diferentseeruv muutkond.
Na¨ide. Projektiivne ruum P n(R) on diferentseeruv n-muutkond.
4.2 Diferentseeruvad funktsioonid muutkonnal
Topoloogilise muutkonna korral on ma¨a¨ratud pideva funktsiooni mo˜iste topoloogilisel
muutkonnal. Oletada vo˜ib, et diferentseeruva muutkonna korral on ma¨a¨ratud diferent-
seeruva funktsiooni mo˜iste [11].
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Olgu f funktsioon ma¨a¨ramispiirkonnaga Wf , kus Wf on diferentseeruva muutkonna
M lahtine alamhulk, st Wf ⊆M . Seega f : Wf → R. Olgu (U, φ) muutkonna M lokaalne
kaart lokaalsete koordinaatidega x1, x2, . . . , xn selline, et Wf
⋂
U 6= ∅. Funktsioon f te-




f(p) = fˆ(x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) = fˆ(φ(p)), p ∈ Wf
⋂
U.
Ja¨rgnevas ta¨histame nii funktsiooni f , kui ka tema poolt tekitatud n-muutuja funktsiooni
fˆ , u¨he ja sama ta¨hega f (funktsioon fˆ on funktsiooni f avaldis kaardi lokaalsetes koordi-




V 6= ∅, siis vastava
kaardi koordinaatidega na¨itame, millise funktsiooniga tegemist on, st
f(p) = f(x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) = f(y1(p), y2(p), . . . , yn(p)).
Definitsioon 4.3. C∞-funktsiooniks (siledaks funktsiooniks, diferentseeruvaks funktsioo-
niks) nimetame funktsiooni f : Wf → R, kui suvalise p ∈ Wf korral leidub muutkonna M
lokaalne kaart (U, φ) nii, et p ∈ U ⋂Wf ning funktsioon fˆ = f ◦ φ−1 on C∞-funktsioon
ruumi Rn lahtisel alamhulgal φ(Wf
⋂
U).
Mainime, et vastavalt ta¨histustele on xi nii muutuja kui ka koordinaadifunktsioon,
st kui koordinaadifunktsiooni ma¨a¨ratakse valemiga xi(p) = pii ◦ φ(p) : U → R, kus
pii(q1, q2, . . . , qn) = qi. Ilmselt iga koordinaadifunktsioon on sile. To˜epoolest,sest kehtib,
et
xˆi(x1, x2, . . . , xn) = xi ◦ φ−1(x1, x2, . . . , xn)
= (pii ◦ φ) ◦ φ−1(x1, x2, . . . , xn) = xi.
Definitsioonist la¨htues saab na¨idata, et kehtivad ja¨rgmised omadused:




funktsioon hulgal V ;
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2. kui Wf =
⋃
α Uα ja iga α korral f on sile funktsioon hulgal Uα, siis f on sile
funktsioon hulgal Wf .
Definitsioon 4.4. Olgu M,N diferentseeruvad muutkonnad jaW ⊆ M . Kujutust F :
W → N nimetatakse C∞-kujutuseks (siledaks kujutuseks, diferentseeruvaks kujutuseks),
kui iga p ∈ W korral leiduvad lokaalsed kaardid (U, φ), U ⊂ M, (V, ψ), V ⊂ N, p ∈ U ⊂
W,F (p) ∈ V, F (U) ⊂ V selliselt, et kujutus ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V ) on C∞-kujutus.
Teoreem 4.3. Olgu M diferentseeruv muutkond ja F ⊂M kinnine alamhulk ning K ⊂M
kompaktne alamhulk,kusjuures F
⋂
K = ∅.Siis sile funktsioon f : M → [0, 1] nii, et hulga
K igas punktis on funktsiooni f va¨a¨rtus 1, st x ∈ K korral f(x) ≡ 1 ja x ∈ F korral
F (x) ≡ 0.
Teoreem 4.4. Olgu U muutkonna M lahtine alamhulk, p ∈ U ja sile funktsioon f : U →








Definitsioon 4.5. Difeomorfismiks nimetatakse kujutust F : M → N , kui
1. F on homo¨morfism;
2. F on sile;
3. F−1 on sile.
Kui leidub muutkondade M,N vahel difeomorfism F : M → N , siis o¨eldakse, et muut-
konnad M,N on difeomorfsed.
Na¨ide. Olgu R hariliku diferentseeruva struktuuriga diferentseeruv muutkond , st U = R
ja φ = idR. Ta¨histame φ(t) = τ , kus t ∈ R, τ ∈ U . Niisiis, τ on kaardiga (U, φ) ma¨a¨ratud
koordinaat. Olgu V = R ja ψ(t) = t3 = σ. Ja¨relikult, (V, ψ) on muutkonna R teine
koordinaadikaart. Na¨itame, et kaardid (U, φ), (V, ψ) ei ole C∞-koosko˜lalised. To˜epoolest,
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u¨leminekufunktsioon on φ ◦ ψ−1 : R → R ja selle avaldus vastavates koordinaatides on
τ = 3
√
σ. On ilmne, et u¨leminekufunktsioon on homo¨omorfism ja, seega, tegemist on u¨he ja
sama topoloogilise muutkonnaga. Kuid funktsioon τ = 3
√
σ ei ole lo˜pmata diferentseeruv









ei ole pidev funktsioon punktis σ = 0. Ja¨relikult on meil u¨hel ja samal topoloogilisel
muutkonnal R kaks erinevat diferentseeruvat struktuuri. Antud na¨ide on lihtne ja vastavad
struktuurid on difeomorfsed (ekvivalentsed). To˜epoolest, olgu F : R → R˜, kus R on
R hariluku diferentseeruva struktuuriga ja R˜ on R teise diferentseeruva struktuuriga,
F (t) = t3. Kirjutades kujutuse F vastavates koordinaatides saame φ ◦ F ◦ ψ−1 : τ =
F ( 3
√
σ) = ( 3
√
σ)3 = σ, mis na¨itab, et F on difeomorfism.
Seega, u¨lalpool toodud na¨ides u¨hel ja samal topoloogilisel muutkonnal on kaks diferentsee-
ruvat struktuuri, mis ei ole C∞-koosko˜lalised, kuid nad on isomorfsed. Diferentseeruvate
muutkondade teooria u¨heks fundamentaalku¨simuseks on ku¨simus: kas u¨hel ja samal to-
poloogilisel muutkonnal (vo˜i homo¨omorfsetel muutkondadel) eksisteerivad erinevad mit-
tedifeomorfsed diferentseeruvad struktuurid?
Lo˜petame selle punkti kriteeriumiga. Olgu M diferentseeruv muutkond, U ⊂ M lahtine
alamhulk, φ : U → Rn homo¨omorfism. Paar (U, φ) on koordinaadikaart diferentseeruval
muutkonnal M parajasti siis, kui φ : U → V ⊂ Rn on difeomorfism. Ja¨rgnevas nimetame
paari (V, φ−1) muutkonna M lokaalseks parametriseerimiseks.
4.3 Kujutuse astak. Immersiooni mo˜iste
Olgu N,M diferentseeruvad muutkonnad, F : N → M diferentseeruv kujutus. Olgu
p ∈ N , F (p) ∈ M ja (U, φ), (V, ψ) lokaalsed kaardid vastavalt punkti p ja punkti F (p)
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u¨mbruses, kusjuures F (U) ⊂ V . Kirjutades kujutuse F vastavate kaartide lokaalsetes
koordinaatides, saame
y1 = fˆ 1(x1, x2, . . . , xn),
y2 = fˆ 2(x1, x2, . . . , xn),
. . .
ym = fˆm(x1, x2, . . . , xn),
ehk
yα = fˆα(x1, x2, . . . , xn), α = 1, 2, . . . ,m,
kus
Fˆ = ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ Rn → ψ(V ) ⊂ Rm.
Definitsioon 4.6. Kujutuse F astakuks punktis p ∈ M nimetame kujutuse Fˆ astakut
punktis φ(p) ∈ Rn (Jacobi maatriksi DFˆ (φ(p)) astakut) ja ta¨histame rankF (p).
Seega, kujutuse F astak punktis p on Jacobi maatriksi DFˆ (φ(p)) astak, st







Osutub, et kehtib ja¨rgmine teoreem (ilma to˜estuseta):
Teoreem 4.5. (Teoreem kujutuse astakust) Olgu N,M diferentseeruvad muutkon-
nad, dimN = n, dimM = m ja F : N →M diferentseeruv kujutus, mille astak muutkon-
na M igas punktis on k ≤ min (n,m). Muutkonna N suvalise punkti p ∈ N korral leiduvad
punktide p ∈ N , F (p) ∈M koordinaatu¨mbrused (U, φ), (V, ψ), F (U) ⊂ V sellised, et
• φ(p) = (0, 0, . . . , 0) (n-korda), ψ(F (p)) = (0, 0, . . . , 0) (m-korda);
• kujutuse Fˆ = ψ ◦ F ◦ φ−1 kuju lokaalsetes koordinaatides on
y1 = x1, y2 = x2, . . . , yk = xk, yk+1 = 0, . . . , ym = 0,
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• φ(U) = Cn (0), ψ(V ) = Cm (0), kus  > 0 ja Cn (0), Cm (0) on kuubid, st nt
Cn (0) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |xi| < }.
Teoreemist ja¨reldub, kui F : N → M on difeomorfism, siis dimN = dimM . To˜esti,
oletame, et dimN 6= dimM , nt m < n. Sel juhul k ≤ min (n,m) = m < n. Olgu koordi-
naatu¨mbrused valitud nii, nagu teoreemis, siis kujutuse F kuju lokaalsetes koordinaatides
on
y1 = x1, y2 = x2, . . . , yk = xk, yk+1 = 0, . . . , ym = 0
ja hulga φ(U) ko˜ikide punktide (0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) kujutis on ruumi Rm alguspunkt,
st Fˆ (0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) = 0. Siit ja¨reldub, et F ei saa olla bijektiivne isegi lokaalselt.
Definitsioon 4.7. Diferentseeruvat kujutust F : N →M , kus N,M on diferentseeruvad
muutkonnad, nimetatakse immersiooniks, kui rankF = n = dimN . Diferentseeruvat
kujutust F : N → M nimetatakse submersiooniks, kui rankF = m = dimM . Kui F on
injektiivne immersioon, mille abil kujutis N˜ = F (N) ⊂ M on varustatud topoloogiaga
(mille suhtes F on homo¨omorfism) ja diferentseeruva struktuuriga (mille suhtes F on
difeomorfism), siis kujutist N˜ ⊂ M nimetatakse muutkonna M alammuutkonnaks vo˜i
immersiooni F poolt tekkitatud alammuutkonnaks.
immersiooni korral dimN ≤ dimM ja submersiooni korral dimN ≥ dimM . Juhime
ta¨helepanu sellele, et sisestatud alammuutkonna struktuur so˜ltub nii muutkonnast N , kui
ka kujutusest F ja kujutisest N˜ . U¨ldiselt M ei pea olema topoloogiline alamruum.
4.4 Regulaarse alammuutkonna mo˜iste
Eelmises punktis oli defineeritud alammuutkonna mo˜iste. Diferentseeruva muutkonna M
alammuutkond N ⊂M on diferentseeruva muutkonna N˜ kujutis N = F (N˜), kui kujutus
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F : N˜ → M on injektiivne immersioon, kusjuures F : N˜ → N ⊂ M on difeomrfism.
See on ko˜ige u¨ldisem alammuutkonna mo˜iste ja teda hakkati laialt kasutama (ta osutus
eriti effektiivseks Lie ru¨hmade teoorias) Claude Chevalley teadusto¨o¨de mo˜jul (vt [6]).
Alammuutkonna N diferentseeruv struktuur on difeomorfne (ekvivalentne) muutkonna N
diferentseeruva struktuuriga ja u¨ldiselt kaudselt seotud muutkonna M , mille alamhulgaks
ta on, diferentseeruva struktuuriga.
Definitsioon 4.8. Olgu N ⊂ M diferentseeruva m-muutkonna M alamhulk. O¨eldakse,
et alamhulgal N on n-alammuutkonna omadus, kui ∀p ∈ N korral leidub punkti p koor-
dinaatu¨mbrus (U, φ), U ⊂M koordinaatidega x1, x2, . . . , xm selline, et
• φ(p) = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rm,,
• φ(U) = Cm (0), kus Cm (0) on m-mo˜o˜tmeline kuub keskpunktiga alguspunktis ja
 > 0,
• φ(U ⋂N) = {x ∈ Cm (0) : xn+1 = . . . = xm = 0}.
Kui N on alamhulk n-alammuutkonna omadusega, siis koordinaatu¨mbrust u¨lalpool kir-
jeldatud omadustega nimetatakse punkti p eelistatavaks koordinaatu¨mbruseks N suhtes.
Olgu pi : Rm → Rn, kus m ≥ n, projektsiooni kujutus
pi(x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, x2, . . . , xn).
Lemma 4.6. Kui N ⊂M on diferentseeruva m-muutkonna M alamhulk n-alammuutkonna
omadusega (n < m), siis N on diferentseeruv n-muutkond ja¨rgmise struktuuriga:
1. N on topoloogiline n-muutkond muutkonna M alamruumi topoloogia suhtes,
2. diferentseeruv struktuur on ma¨a¨ratud atlasega {(Vα, ψα)}α∈A, kus
Vα = Uα
⋂
N ⊂ N, ψα = pi ◦ φα
∣∣∣
Vα
: Vα → Rn, kus {(Uα, φα)}α∈A on muutkonna M
ko˜ikide eelistatavate koordinaatkaartide alamhulga N suhtes kogum,
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3. sisaldamine i : N → M on sisestus muutkondade N ja M diferentseeruvate struk-
tuuride suhtes.
Definitsioon 4.9. Diferentseeruva m-muutkonna M regulaarseks n-alammuutkonnaks N
nimetatakse muutkonna M alamhulka N ⊂M n-alammuutkonna omadusega ja diferent-
seeruva struktuuriga, mis on ma¨a¨ratud muutkonna M eelistatavate koordinaatkaartide
(N suhtes) kogumiga (vt Lemma 4.6 punkt 2).
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5 Lie ru¨hmad
OlguG diferentseeruv muutkond. Oletame, etG on ka algebraline ru¨hm korrutamistehtega
(x, y) ∈ G × G → x · y ∈ G ja po¨o¨rdelemendiga x ∈ G → x−1 ∈ G. Meenutame, et
muutkondade otsekorrutis G×G on ka diferentseeruv muutkond.
Definitsioon 5.1. Muutkonda G nimetatakse Lie ru¨hmaks, kui
1. G on algebraline ru¨hm korrutamistehtega (x, y) ∈ G×G→ x · y ∈ G,
2. kujutused (x, y) ∈ G × G → x · y ∈ G ja x ∈ G → x−1 ∈ G on diferentseeruvad
kujutused.
Muutkonda G nimetatakse topoloogiliseks ru¨hmaks vo˜i pidevaks ru¨hmaks, kui G on nii
algebraline ru¨hm kui ka topoloogiline muutkond ning kujutused (x, y) ∈ G×G→ x·y ∈ G
ja x ∈ G→ x−1 ∈ G on pidevad [6], [9].
Na¨ide. Regulaarsete n-ja¨rku maatriksite ru¨hm Gl(n,R) on Lie ru¨hm. To˜epoolest, punk-
tis 4.1 na¨idatakse, et maatriksite ru¨hm Gl(n,R) on diferentseeruv muutkond. Meenutame,
et Gl(n,R) atlas koosneb u¨hest koordinaatkaardist (Gl(n,R), φ), st Gl(n,R) on triviaalne
muutkond, kusjuures maatriksi A = (aij) ∈ Gl(n,R) koordinaadid selles koordinaatkaar-
dis on
φ(A) = (a11, a12, . . . , a1n, a21, a22 . . . , a2n, . . . , ann) ∈ Rn2 .
Na¨itame, et kujutused (x, y) ∈ G×G→ x·y ∈ G ja x ∈ G→ x−1 ∈ G on diferentseeruvad.
Kui A = (aij), B = (bkl) ∈ Gl(n,R) siis




millest ja¨reldub, et korrutamisega ma¨a¨ratud kujutus on diferentseeruv kujutus, kuna kor-
rutise koordinaadid avalduvad polu¨nomiaalselt maatriksite A ja B koordinaatide kaudu .
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, (Mij on elemendi aij ta¨iendusmiinor).
Niisiis on po¨o¨rdmaatriksi koordinaadid ratsionaalfunktsioonid, kusjuures nimetaja ei vo˜rdu
nulliga, kuna maatriks on regulaarne. Ja¨relikult on kujutus A → A−1 diferentseeruv ja
Gl(n,R) on n2-dimensionaalne Lie ru¨hm.
Na¨ide. Olgu C∗ = C− {0} = {z ∈ C : z 6= 0}, kus C on kompleksarvude korpus. C∗ on
2-dimensioonalne Lie ru¨hm kompleksarvude korrutamise suhtes. To˜epoolest,kuna sellest,
et z1, z2 ∈ C∗ ja¨reldub z1 · z2 ∈ C∗ ja z−11 = 1z1 ∈ C∗ ning u¨hikelement on arv 1, siis C∗
on algebraline ru¨hm. C∗ on diferentseeruv 2-muutkond u¨he koordinaatkaardiga (C∗, φ),
kus φ(z) = (x, y) ∈ R2, kui z = x + i y ∈ C∗. Mainime, et koordinaatkaardiga (C∗, φ)
ma¨a¨ratud diferentseeruv struktuur on reaalne diferentseeruv struktuur selles mo˜ttes, et
komplekstasandi alamhulgal C∗ ma¨a¨ratud funtsioon f : C∗ → C ma¨a¨rab kujutuse R2 −
{0} → R2, kus z = (x, y) → (u(x, y), v(x, y)) ja f(z) = u(x, y) + i v(x, y). Kujutus
on diferentseeruv eespool ma¨a¨ratud diferentseeruva struktuuri suhtes parajasti siis, kui
u(x, y), v(x, y) on lo˜pmata diferentseeruvad funktsioonid.
Kui G1 ja G2 kaks algebralist ru¨hma. Siis G1 ×G2 on algebraline ru¨hm korrutamis-
tehtega (g1, g2) · (g′1, g′2) = (g1 ·g′1, g2 ·g′2). U¨hikelement on paar (e, e′), kus e ∈ G1, e′ ∈ G2.
Teoreem 5.1. Olgu G1 ja G2 kaks Lie ru¨hma. Siis G1 × G2 on Lie ru¨hm muutkondade
G1, G2 otsekorrutise diferentseeruva struktuuri suhtes.
Teoreem 5.2. Kui H on Lie ru¨hma G algebraline alamru¨hm ja H ⊂ G on muutkonna G
regulaarne alammuutkond, siis H on Lie ru¨hm alammuutkonna diferentseeruva struktuuri
suhtes.
Na¨ide. U¨hikringjoon S1 = {z ∈ C : |z| = 1} on algebraline ru¨hm kompleksarvude
korrutamise suhtes. Kuna S1 ⊂ C∗ on Lie ru¨hma C∗ algebraline alamru¨hm ning
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S1 ⊂ R2 − {0} on regulaarne alammuutkond, siis teoreemi 5.2 to˜ttu S1 on Lie ru¨hm.
Teoreemist 5.1 ja¨reldub, et T n = S1×S1×. . .×S1 on Lie ru¨hm. Lie ru¨hma T n nimetatakse
toroidaalseks ru¨hmaks. Toroidaalne ru¨hm on Abeli ru¨hm.
Olgu G Lie ru¨hm. Kui g ∈ G, siis elemendiga g ma¨a¨ratud vasaknihkeks nimetatakse ku-
jutust Lg : G → G, mis defineeritakse valemiga Lg(x) = g · x. Analoogiliselt kujutust
Rg : G → G, kus Rg(x) = x · g, nimetatakse paremnihkeks. Vasaknihe Lg (paremnihe
Rg) on diferentseeruv kujutus (teisendus). Suvalise g ∈ G korral vasaknihe Lg : G → G
on bijektsioon, kuna Lg−1 : G → G on teisenduse Lg po¨o¨rdteisendus, st Lg−1 = L−1g .
Kuna po¨o¨rdteisendus on ka diferentseeruv, Lg on difeomorfism. Olgu Diff (G) Lie ru¨hma
G difeomorfismide hulk. Diff (G) on (algebraline) ru¨hm, kui korrutamistehteks on difeo-
morfismide kompositsioon. Kujutus g ∈ G → Lg ∈ Diff (G) on (algebraliste) ru¨hmade
homomorfism, st Lg·g′ = Lg ◦ Lg′ .
Na¨ide. Va¨ljateooriates on va¨ga ta¨htsad unitaarsed ru¨hmad SU(N). Va¨ljateooriat nimeta-
takse kalibratsiooniva¨ljateooriaks, kui ta baseerub Lie ru¨hmal. Ko˜ige tuntum kalibratsioo-
niva¨ljateooria on Yang-Millsi va¨ljateooria, mis baaserub Lie ru¨hmal SU(2), st Yang-Millsi
kalibratsiooniru¨hm on SU(2). Yang-Millsi va¨ljateooria on Maxwelli teooria u¨ldistus. Ru¨hm
SU(3) on kromodu¨naamika kalibratsiooniru¨hmaks. Meenutame
SU(N) = {U ∈ Gl(n,C) : det U = 1, U · U † = E},
kus U † = U¯T . Maatriksit nimetatakse unitaarseks maatriksiks, kui ta rahuldab U ·U † = E.
Na¨itame, et SU(2) on Lie ru¨hm. Kehtib














 = U †,
vo˜i
z¯11 = z22, z12 = −z¯21.
Seega
U ∈ SU(2) ⇒ U =
 z11 z12
−z¯12 z¯11






hulk. Olgu z11 = x1 + ix2, z12 = x3 + ix4. Defineerime φ : M(2,C)→ R4 ja¨rgmiselt
φ(U) = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4.
On ilmne, et φ on bijektsioon. Seega, M(2,C) on neljamo˜o˜tmeline diferentseeruv muut-
kond. Ru¨hm SU(2) on eraldatud tingimusega
|z11|2 + |z12|2 = 1 ⇔ x21 + x22 + x23 + x24 = 1.
Kolmemo˜o˜tmeline sfa¨a¨r S3 on muutkonna R4 regulaarne alammuutkond. Korrutamisega
ma¨a¨ratud kujutuse ϕ : R4 × R4 → R4 komponendid muutkonna M(2,C) koordinaa-
tides on ja¨rgmised: kui φ(U) = (x1, x2, x3, x4), φ(V ) = (y1, y2, y3, y4), siis φ(U · V ) =
(ϕ1(x, y), ϕ2(x, y), ϕ3(x, y), ϕ4(x, y)), kus
ϕ1(x, y) = x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4,
ϕ2(x, y) = x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,
ϕ3(x, y) = x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2,
ϕ4(x, y) = x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1.
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Kuna funktsioonid ϕi(x, y) , kus i = 1, ..., 4, on polu¨noomid koordinaatide suhtes, siis nad
on lo˜pmata diferentseeruvad ja kujutus ϕ : R4 ×R4 → R4 on diferentseeruv kujutus. Kui
diferentseeruvat kujutust ahendada regulaarsele alammuutkonnale ϕ
∣∣∣
S3×S3
: S3 × S3 →
S3, siis ahend ϕ
∣∣∣
S3×S3
on diferentseeruv kujutus. Analoogiliselt kujutus U → U−1 on
diferentseeruv. Seega, SU(2) on 3-dimensionaalne Lie ru¨hm.
Ja¨reldus 5.3. Lie ru¨hm SU(2) on difeomorfne 3-sfa¨a¨riga S3
Definitsioon 5.2. Olgu antud kaks Lie ru¨hma G1 ja G2. Lie ru¨hmade homomorfismiks
nimetatakse kujutust F : G1 → G2, kui
• F on algebraline homomorfism,
• F on diferentseeruv kujutus.
Na¨ide. Muutkond G1 = R on Lie ru¨hm reaalarvude liitmise suhtes (reaalarvude aditiivne
ru¨hm), G2 = S
1 = {z ∈ C : |z| = 1} on Lie ru¨hm kompleksarvude korrutamise suhtes.
Kujutus F : G1 → G2, kus F (t) = ei2pit on Lie ru¨hmade homomorfism. Analoogiliselt,
G1 = Rn on Lie ru¨hm liitmise suhtes, T n = S1 × . . . × S1 on toroidaalne Lie ru¨hm, siis
kujutus F : G1 → G2, kus F (t1, t2, . . . , tn) = (ei2pit1 , ei2pit2 , . . . , ei2pitn) on Lie ru¨hmade
homomorfism.
Definitsioon 5.3. OlguG Lie ru¨hm. AlamhulkaH ⊂ G nimetatakse Lie ru¨hma alamru¨hmaks,
kui
• H on G algebraline alamru¨hm, st x, y ∈ H ⇒ x · y−1 ∈ H,
• H onG alammuutkond jaH on Lie ru¨hm alammuutkonna diferentseeruva struktuuri
suhtes.
Teoreem 5.4. Kui H ⊂ G on Lie ru¨hma G alamru¨hm ja H on regulaarne alammuutkond,
siis H on G kinnine alamhulk.
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Kehtib ka po¨o¨rdteoreem: kui H ⊂ G on Lie ru¨hma G alamru¨hm ja H on G kinnine
alamhulk, siis H on regulaarne alammuutkond. Tegelikult saab to˜estada teoreemi (vt
[8]): Kui H ⊂ G on algebraline alamru¨hm ja kinnine alamhulk, siis H on Lie ru¨hma G
alamru¨hm ja, kuna H on kinnine alamhulk, H on regulaarne alammuutkond.
Definitsioon 5.4. Olgu G Lie ru¨hm ja M diferentseeruv muutkond. O¨eldakse, et Lie
ru¨hm G toimib vasakult muutkonnal M kui on ma¨a¨ratud kujutus θ : G ×M → M , mis
rahuldab tingimusi:
• θ on C∞-kujutus (diferentseeruv),
• θ(e, x) = x, kus e ∈ G on u¨hikelement ja x ∈M ,
• θ(g1, θ(g2, x)) = θ(g1 · g2, x), kus g1, g2 ∈ G, x ∈M .
Kui θ : G×M →M on Lie ru¨hma G vasaktoime muutkonnal M ja g ∈ G on fikseeritud,
siis θ indutseerib kujutust θg : M → M , kus θg(x) = θ(g, x). Definitsiooni 5.4 teisest
tingimusest ja¨reldub, et θe = idM . Iga g ∈ G korral kujutus θg : M → M on bijektsioon.
To˜epoolest, θg−1 on kujutuse θg po¨o¨rdkujutus (ja¨reldub definitsiooni 5.4 viimasest tingi-
musest). Kuna nii θg, kui ka θg−1 on diferentseeruvad, siis iga g ∈ G korral kujutus θg
on muutkonna M difeomorfism. Olgu DiffM muutkonna M difeomorfismide ru¨hm. Defi-
nitsiooni 5.4 viimane tingimus on ekvivalentne sellega, et kujutus g ∈ G → θg ∈ DiffM
on homomorfism, st θg1·g2 = θg1 ◦ θg2 . Ja¨rgnevas kirjutame sageli Lie ru¨hma toime kujul
x→ g ·x, ja¨ttes vahele θ. Vasaktoime G×M →M indutseerib homomorfismi G→ DiffM .
Vasaktoimet nimetatakse efektiivseks, kui selle homomorfismi tuum koosneb ainult u¨hik-
elemendist e ∈ G.
Definitsioon 5.5. Olgu V lo˜plikumo˜o˜tmeline vektorruum, G Lie ru¨hm, ja Gl(V ) vek-
torruumi V lineaarteisenduste Lie ru¨hm (L ∈ Gl (V ) ⇔ kerL = {0}). Lie ru¨hmade
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homomorfismi ρ : G → LinV nimetatakse Lie ru¨hma lineaaresituseks. Esitust nimeta-
takse taandumatuks esituseks, kui ei leidu sellist vektorruumi V alamruumi K (K on
mittetriviaalne alamruum, st K 6= {0}, V ), et ∀g ∈ G,∀x ∈ K korral ρ(g)x ∈ K, st
ρ(g)K ⊂ K.
Ru¨hma G esitus ρ : G → Gl (V ) tekitab ru¨hma vasaktoimet θ : G × V → V , kus
θ(g, x) = ρ(g)x.
Definitsioon 5.6. Olgu θ : G×M → M Lie ru¨hma vasaktoime muutkonnal M . Muut-
konna M punkti p orbiidiks Gp ⊂M nimetatakse hulka
Gp = {q ∈M : q = θ(g, p), g ∈ G}.
Kui Gp = {p} (orbiit koosneb ainult punktist p), siis punkti p nimetatakse muutkonna
pu¨sipunktiks Lie ru¨hma G vasaktoime suhtes. Kui Gp = M , siis vasaktoimet nimetatakse
transitiivseks
Na¨ide. Olgu Lie ru¨hm G = Gl(n,R) ja diferentseeruv muutkond M = Rn. Lie ru¨hma
Gl(n,R) vasaktoimet muutkonnal Rn defineerime valemiga
θ(A, x) = A · x,
kus A on regulaarne maatriks ja x on u¨heveeruline maatriks, mille elemendid on punkti
x koordinaadid, st
θi(A, x) = Aij x
j.
antud toime on transitiivne toime alammuutkonnal Rn − {0} ja efektiivne.
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6 Vektorkihtkond
Olgu M n-mo˜o˜tmeline sile muutkond ja olgu E (m+ n)−mo˜o˜tmeline sile muutkond ning
olgu K kompleksarvude vo˜i reaalarvude korpus.
Definitsioon 6.1. Vektorkihtkonnaks nimetatakse kujutust pi : E →M , kui on ta¨idetud
ja¨rgmised tingimused:
1) suvalise punkti x ∈M korral on pi−1(x) ⊂ E m−mo˜o˜tmeline vektorruum u¨le korpuse
K. Vastavat ruumi pi−1(x) = Ex nimetatakse kihiks punktis x;
2) on ta¨idetud lokaalse triviaalsuse tingimus, st suvalise punkti x ∈ M korral leidub
punkti u¨mbrus Ux ⊂ M ja difeomorfism ψ : pi−1(Ux) → Ux × Rm on selline, et
kujutus
ψ(x) : Ex → {x} × Rm → Rm
on vektorruumide isomorfism.
Muutkonda M nimetatakse vektorkihtkonna baasmuutkonnaks, kujutust pi nime-
tatakse vektorkihtkonna projektsiooniks ja muutkonda E nimetatakse vektorkihtkonna
ruumiks [11].
Definitsioon 6.2. Arvu rankE = m nimetatakse vektorkihtkonna astakuks.
Definitsioon 6.3. Kujutust s : M → E nimetatakse kihtkonna E lo˜ikeks, kui ta rahuldab
seost pi ◦ s(x) = x suvalise punkti x ∈M korral ehk pi ◦ s = IdM , kus IdM on muutkonna
M samasusteisendus ja pi : E →M on vektorkihtkond.
Olgu Γ∞(E) siledate lo˜igete vektorruum.
Vektorkihtkonna lokaalse struktuuri kirjeldus:
Olgu e1, e2, ..., em ∈ Γ∞U (E) ja ma¨a¨ramispiirkond U ∈ M , st iga ei : U → pi−1(U)(i =
1, ...,m) kus suvalise punkti x ∈ U korral on {e1(x), e2(x), ..., em(x)} kihi Ex baas. Su¨steemi
32
{e1, e2, ..., em} nimetatakse vektorkihtkonna lokaalseks reeperiks. Kui lokaalne reeper on
antud, siis on triviaalsuse tingimus ta¨idetud.
Eeldame, et U on lokaalne. Olgu p ∈ pi−1(U) selline, et pi(p) = x = (x1, x2, ..., xn) ja
punk p(x1, x2, ..., xn, v1, v2, ..., vm) avaldub kujul p = v1e1(x) + v
2e2(x) + ... + v
mem, kus
x1, x2, ..., xn, v1, v2, ..., vm on kihtkonna lokaalsed koordinaadid.
Olgu nu¨u¨d teine ma¨a¨ramispiirkond U
′
lokaalse reeperiga {e′1, e′2, ..., e′m}. Eedame, et U ∩
U
′ 6= ∅. U¨leminek u¨helt lokaalselt reeperilt teisele lokaalsele reeperile toimub baasitei-
senduse maatriksi abil. Baasiteisenduse maatriks on A = (Ai
′
i ), kus A
i
′
i (i = 1, ...,m) on




α eα′ (α = 1, ...,m).











kus α = 1, ...,m.
Na¨ide. Olgu M n−mo˜o˜tmeline muutkond ja TxM muutkonna M puutujaruum, kus
punkt x ∈ M . Kui on antud lokaalne u¨mbrus ehk lokaalne kaart, siis puutujaruumi
baasiks on { ∂
∂x1
|x, ∂∂x2 |x, ..., ∂∂xn |x} .





Kihtkonna projektsioon pi : TM →M on selline, et pi(TxM) = x. Puutujakihtkonna astak
on n, sest puutujakihtkonna kiht on puutujaruum, mille dimensioon on vo˜rdne muutkonna
dimensiooniga. Kui vaatleme puutujakihtkonda muutkonnana, siis kihtkonna astak on 2n.
Puutujakihtkonna TM lo˜iget nimetatakse vektorva¨ljaks. Vektorva¨ljade vektorruum on
Γ∞(TM). Olgu X ∈ Γ∞(TM). Iga vektorva¨li esitub lokaalselt kujul



















kus i = 1, ...,m.
Definitsioon 6.4. Olgu antud kaks vektorkihtkonda piE : E → M ja piF : F → N u¨le
muutkondade M ja N, siis vektorkihtkondade homomorfismiks nimetatakse diferentseeru-
vate kujutuste paari (ϕ, ϕ̂), kus ϕ : E → F , ϕ̂ : M → N ja
1) piF ◦ ϕ = ϕ̂ ◦ piE,
2) suvalise punkti x ∈M korral on kujutus ϕEx : Ex → Fϕ̂(x) lineaarkujutus.
Teisiti o¨eldes nimetatakse vektorkihtkondade homomorfismiks kahte kujutust ϕ, ϕ̂, kui







Erijuhul, kui ϕ̂ = IdM on samasusteisendus, siis vektorkihtkondade homomorfismiks ni-
metatakse kahte kujutust ϕ, ϕ̂, kui ja¨rmine diagramm on kommutatiivne:
E
ϕ−→ F
↘ piE ↙ piF
M
.
Tehted vektorruumidega saab u¨le kanda vektorkihtkondadele. Olgu E,F vektorkihtkon-
nad u¨le baasi M . Ja¨rgmised vektorkihtkonnad on vo˜imalik konstrueerida vektorkihtkon-
dade E ja F abil:
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1. E ⊕ F ;
2. E ⊗ F ;
3. Hom(E,F );
4. E∗. Vektorkihtkondade otsesumma defineeritakse na¨iteks ja¨rgmiselt:
E ⊕ F = ∪x∈MEx ⊕ Fx.
Definitsioon 6.5. Olgu antud vektorkihtkond pi : E → M . Hulka F nimetatakse alam-
kihtkonnaks, kui on ta¨idetud ja¨rgmised tingimused:
1) F ⊂ E on alammuutkond;
2) suvalise punkti x ∈M korral u¨hisosa F ∩ Ex on vektorruum;
3) F on vektorkihtkond ja tema kihtkond on indutseeritud ja¨rgmselt pi|F : F →M , st
suvalise punkti x ∈M korral leidub u¨mbrus Ux nii, et k < m korral
E|Ux ≈ Ux ×<m
↑i ↑j




Definitsioon 7.1. Poissoni muutkond M on lo˜plikumo˜o˜tmline sile muutkond, millel on
antud Poissoni sulg {, } : C∞(M)⊗ C∞(M)→ C∞(M),nii et iga f, g, h ∈ C∞(M) korral
on ta¨idetud ja¨rgmised tingimused:
1) kaldsu¨mmeetrilisus, st {f, g} = −{f, g};
2) Jacobi samasus, st {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0;
3) Leibnizi valem, st {fg, h} = g{f, h}+ f{g, h}.
Definitsioon 7.2. Su¨mplektiliseks muutkonnaks nimetatakse muutkonda M , mille di-
mensioon on dimM = 2n ja ta¨histame M2n, mis on varustatud su¨mplektilise vormiga: on
antud 2−vorm ω ∈ Ω2(M), nii et
• dω = 0;
• iga punkti x ∈ M ja iga vektori v ∈ TxM korral leidub teine vektor w ∈ TxM
selliselt, et ωx(v, w) 6= 0, st 2-vorm on mittekidunud.
O¨eldakse, et muutkonnal M on antud teist ja¨rku kovariantne tensorva¨li, kui selle
muutkonna atlase igas lokaalses kaardis on antud funktsioonide kogum
{ηij(x)}ni,j
iga punkti x ∈M korral ja u¨leminek u¨helt lokaalselt koordinaadilt teisele lokaalsele koor-









Tensorva¨lja hakkame ta¨histama ta¨hega η ja vastavaid koordinaate nimetame komponen-
tideks. Teist ja¨rku tensorva¨lja nimetame kaldsu¨mmeetriliseks, kui ηij = −ηji.
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Teoreem 7.1. Olgu M n−mo˜o˜tmeline sile muutkond ja muutkonnal M olgu antud teist
















{f, g} = ∑ni,j=1 ηij ∂f∂xi ∂g∂xj
ma¨a¨rab muutkonnal M Poissoni struktuuri ja M on Poissoni muutkond.
To˜estus. Na¨itame, et valem {f, g} = ∑ni,j=1 ηij ∂f∂xi ∂g∂xj rahuldab kaldsu¨mmeetrilisust,
Jacobi samasust ja Leibnizi valemit.
1) Kaldsu¨mmeetrilisuse saame η kaldsu¨mmeetrilisusest:
{f, g} = ∑ni,j=1 ηij ∂f∂xi ∂g∂xj = −∑ni,j=1 ηji ∂g∂xj ∂f∂xi = −{g, f}.
2) Jacobi samasuse to˜estus:
{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0

















B : {g, {h, f}} = ∑i,l∑j,k(ηil ∂g∂xi ∂ηjk∂xl ∂h∂xj ∂f∂xk+ηilηjk ∂g∂xi ∂2h∂xj∂xl ∂f∂xk+ηilηjk ∂g∂xi ∂h∂xj ∂2f∂xk∂xl)
C : {h, {f, g}} = ∑j,l∑k,i(ηjl ∂h∂xj ∂ηki∂xl ∂f∂xk ∂g∂xi+ηjlηki ∂h∂xj ∂2f∂xk∂xl ∂g∂xi+ηjlηki ∂h∂xj ∂f∂xk ∂2g∂xi∂xl).
Arvutuste po˜hjal




























































= 0 nimetatakse Schouteni tingimuseks.
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3) Leibnizi valemi to˜estus:








= g{f, h}+ f{g, h}.
Defineerime Poissoni muutkonna teisiti.
Olgu Mn n−mo˜o˜tmeline sile muutkond ning olgu punkt x ∈ Mn. Tema puutujaruum
punktis x on TxM
n. Kuna TxM






Olgu x1, x2, ..., xn muutkonna Mn lokaalsed koordinaadid .





∧ ... ∧ ∂
∂xik
, kus kordajad so˜ltuvad
punktist x.
Definitsioon 7.3. Poissoni muutkonnaks nimetatakse n−mo˜o˜tmelist muutkonda Mn,
millel on antud bivektorva¨li η. Oletame, et on antud lokaalne kaart lokaalsete koordi-













































TMn),η ∈ Γ∞(∧p TMn) ja ρ ∈ Γ∞(∧q TMn), siis va¨liskorrutis
η ∧ ρ ∈ Γ∞(∧p+q TMn).
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8 Lie algebroid
Meenutame, et vektorruumi V u¨le korpuse K, nimetatakse algebraks u¨le korpuse K, millel
on defineeritud bilineaarne korrutamine V × V → V .
Lie algebraks nimetatakse algebra g u¨le korpuse K, kui iga x, y, z ∈ g korral tema
korrutamine [·, ·] : g× g→ g rahuldab ja¨rgmisi tingimusi:
1. [x, y] = −[y, x]
2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0
Esimest samasust nimetatakse kaldsu¨mmeetrilisuseks ja teist samasust nimetatakse Jaco-
bi samasuseks. Elementide x ja y Lie suluks nimetatakse korrutist [x, y].
Olgu f ∈ C∞(M).
Definitsioon 8.1. Vektorkihtkonda pi : E → M nimetatakse Lie algebroidiks, kui vek-
torkihtkond rahuldab ja¨rgmisi tingimusi:
1) vektorkihtkonna lo˜igete ruum Γ∞(E) on Lie algebra, st iga lo˜igu g, h, z ∈ Γ∞(E)
korral on antud Lie sulg [g, h] ∈ Γ∞(E) nii, et on ta¨idetud tingimused [g, h] = −[h, g]
ja [g, [h, z]] + [h, [z, g]] + [z, [g, h]] = 0.
2) on antud ankurkujutus ρ : E → TM , mis on vektorkihtkondade homomorfism ja
rahuldab ja¨rgmist seost [g, fh] = f [g, h] + (ρ ◦ g(f))h, kus g, h ∈ Γ∞(E).
Na¨ide. I Olgu G Lie algebra ja punkt p ∈ M ja M = {p} ning olgu muutkond E =
{p} × G. Selle projektsioon on piE : E → {p}. Tema ankurkujutus on ρ : E → {0}.
Olgu h1, h2 ∈ Γ∞(E), siis seos [h1, fh2] = f [h1, h2] + ((ρ ◦ h1)f)h2 = 0.
II Olgu antud puutujakihtkond TM . Siis ankurkujutus on ρ : TM → TM , ehk ρ = IdM .
Olgu X, Y ∈ Γ∞(TM), siis [X, fY ] = f [X, Y ] +X(f) ◦ Y , sest
[X, fY ] = X ◦ (fY )− f(Y ) ◦X = X(f)Y + fX ◦ Y − fY ◦X = f [X, Y ] +X(f) ◦ Y .
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Kui T˜M ⊂ TM on integreeruv alamkihtkond, st D˜M = Γ∞(˜TM), kui X, Y ∈ D˜M ,
siis [X, Y ] ∈ D˜M .
III Kui M on Poissoni muutkond, siis muutkonna M kopuutujakihtkond T ∗M on Lie
algebroid muutkonnal M. Ankurkujutus on ρ∗ : T ∗M → TM .Iga funktsiooni f, g ∈
C∞(M) korral 1−vormide Lie sulg [, ] rahudab seost [df, dg] = d{f, g}, kus {f, g} =
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